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Abstract: A technique of evaluation of the stress-strain state of an elastic half-plane is 
developed when the applied to the half-plane boundary non-stationary load acts. The corre-
sponding boundary problem with initial conditions is formulated. Laplace and Fourier inte-
gral transforms are utilized. The common inversion of transforms enables to obtain for some 
kinds of loads the exact analytical expressions for stresses and displacement as a function of 
time and distance from the boundary. 
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Введение. 
Нестационарная задача теории упругости имеет значительную историю и достаточ-
но интенсивно развивается вследствие практической актуальности, специфике физиче-
ских процессов и интересным особенностям поиска решений соответствующих краевых 
задач. Основное внимание обычно уделяется решению задач для полупространства 
(осесимметричная задача) или полуплоскости (плоская задача). В качестве действую-
щей нагрузки чаще всего рассматривается ударная нагрузка или внезапно приложенное 
к границе нормальное напряжение. Представление об основных результатах в рассмат-
риваемом направлении можно получить из работ [3, 6, 13]. Некоторые подходы и осо-
бенности исследований имеются, например, в публикациях [8 – 10, 12, 14 – 17]. 
В данной работе получено аналитическое решение плоской нестационарной зада-
чи теории упругости для полуплоскости, к поверхности которой внезапно приложена рас-
пределенная нестационарная нагрузка в виде нормального напряжения. Общее решение 
задачи получено с применением интегральных преобразований Лапласа и Фурье. Обра-
щение преобразований строится при помощи техники Каньяра [9] совместной инверсии 
преобразований. В результате получено точное аналитическое выражение для нормально-
го напряжения на оси симметрии задачи как функции времени и глубины для двух видов 
действующей нагрузки, представляющей напряжение, распространяющееся вдоль по-
верхности полуплоскости по линейному и параболическому закону. 
§1. Рассматривается плоская задача о действии нестационарной нагрузки на по-
верхность упругого полупространства. Вводятся декартовы координаты , ,x y z , так 
что волновой процесс будет происходить в полуплоскости ,x z  ось x  направлена 
вдоль границы полуплоскости, ось z  – вглубь ее (рис.1). 
 
                                                                 Рис. 1 
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Предполагается, что симметричная относительно оси z нагрузка в виде нормаль-
ного напряжения возникает в некоторый начальный момент времени t = 0 и в общем 
случае является функцией времени и координаты x 
Вводятся безразмерные обозначения 
0; ; ; ; ;jj
u c tx z wx z u t w
R R R R R
= = = = =  
0
0 0
; ; ; ; ; , ,jk p sjk
c cKc b j k x z
K c c
s bs a bg a= = = = = = ; 
3 2 2, , ,
3 p s
K c cl m l m mg g
+ += = =  
причем ниже черта над обозначениями будет опущена. Здесь R – некоторый харак-
терный линейный размер, ,p sc c  – соответственно, скорости распространения волн 
расширения и волн сдвига в материале;   – его плотность; K – модуль всестороннего 
сжатия; ,j jkи s , соответственно, компоненты перемещений и напряженного состоя-
ния;  и  – постоянные Ламе. 
Поведение упругой среды описывается волновыми потенциалами  и , которые 
в случае плоской задачи удовлетворяют волновым уравнениям [4] 
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 10, 0
x z t x z ta b
¶ F ¶ F ¶ F ¶ Y ¶ Y ¶ Y+ - = + - =¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶               (1.1) 
и связаны с упругими перемещениями и напряжениями соотношениями  
; ;x zu ux z z x
¶F ¶Y ¶F ¶Y= + = -¶ ¶ ¶ ¶  
( ) 2 2 22 22 21 2 2 ;zz b x zt zs b
æ ö¶ F ¶ F ¶ Y ÷ç ÷ç= - + - ÷ç ÷ç ¶ ¶¶ ¶è ø  
2 2 2
2
2 22 .xz x z z x
s b æ ö¶ F ¶ Y ¶ Y÷ç ÷ç= + - ÷ç ÷ç ¶ ¶ ¶ ¶è ø                                       (1.2) 
Условия на границе полуплоскости 0z =  будут состоять в задании нормального 
напряжения и отсутствии касательного напряжения, а именно: 
( )0 0, ; 0.zz xzz zQ x ts s= == =                                           (1.3) 
Начальные условия для потенциалов нулевые 
0 0
0 0
0.t t
t tt t
= == =
¶F ¶YF = = Y = =¶ ¶                                   (1.4) 
Кроме того, имеют место условия затухания порожденных нестационарной на-
грузкой волновых возмущений на бесконечности. 
Если волновые уравнения (1.1) подвергнуть преобразованию Лапласа по времени 
(с учетом нулевых начальных условий) и преобразованию Фурье по координате x [1] 
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(с учетом того, что при x ¥  потенциалы и их первые производные стремятся к 
нулю), они приобретут вид 
2 2 2 2
2 2
2 2 2 20; 0.
LF LF
LF LFs s
z z
x xa b
æ ö æ ö¶ F ¶ Y÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- + F = - + Y =÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è ø             (1.5) 
Общее решение уравнений (1.5) можно записать в виде 
( ) ( )
0
, , ;
z zP PLF
n
A s e A s ea ax x
¥ -
=
æ ö÷ç ÷çF = + ÷ç ÷ç ÷çè øå
   
( ) ( )
1
, , ;
z zS S
LF
n
B s e B s eb bx x
¥ -
=
æ ö÷ç ÷ç ÷Y = +ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å
   
2 2 2 2 2 2; .P s S sa x b x= + = +                                    (1.6) 
Здесь s – параметр преобразования Лапласа;  – параметр преобразования Фурье. Верхние 
индексы L и F обозначают, соответственно, изображение данной функции в пространстве 
преобразований Лапласа и преобразований Фурье; ( ), ,A s x  ( ) ( ), , , ,A s B sx x  ( ),B s x  – 
функции, подлежащие определению из граничных условий. Очевидно, что в силу ус-
ловий затухания при z ¥  имеем 0A B= =   и тогда выражения для изображений 
перемещений и напряжений имеют вид 
( )2 2 22 2 ; ;z zz zS SP PLF LFzz x Ss Ae i S Be u i Ae Beb ba as b x b x x b
- -- -= + - = -
   
 
2
2 2
22 ;
zz SPLF
xz
P Si Ae Be bas b x xa b
--é ùæ öê ú÷ç ÷ç= - + +ê ú÷ç ÷çê úè øë û
 
 
.
zz SPLF
z
Pu Ae i Be ba xa
--=- -

 
Граничные условия (1.3) в изображениях позволяют определить    , , , .A s B s   
В результате выражения для изображений напряжений и перемещений имеют вид 
( )22 2 2 2 32 4 ;zz SPLF LFzz s PSQ e e bab x x bs a
--
æ ö÷ç + ÷ç ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷D Dç ÷÷çè ø
 
( )2 2 2 2 22 ;
zz SPLF LF
xz
i PQ s e e baxs b b x a
--é ùê ú= + - +ê úD ê úë û
                          (1.7) 
2 2 2 2 22 2 ;
zz SPLF LF
z
P su Q e e bab x x ba
--æ ö÷ç + ÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷D Dç ÷çè ø
 
( ) 322 2 2 22 4s PSbb x xaD= + -                                        (1.8) 
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и задача теперь состоит в обращении полученных выражений относительно инте-
гральных преобразований. В общем случае это непростая задача, причем методика 
обращения зависит также и от свойств функции Q(x, t), задающей действующую на-
грузку; поэтому ее необходимо конкретизировать. Если задаться целью получить ана-
литическое решение данной задачи, которое также могло бы служить ориентиром для 
других подходов, ограничимся некоторыми видами нагрузки, которые позволяют со-
хранить однородность функций, представляющих правую часть выражений (1.7), (1.8) 
относительно параметров преобразований s, . В этом случае может быть применена 
техника Каньяра [6, 7, 11] совместного обращения интегральных преобразований. 
§2. Предположим, что нагрузка имеет вид 
( ) ( )0, ,Q t x Q H kt x= -                                             (2.1) 
где H(t) – единичная функция Хевисайда [5] 
( ) 1, 0,
0, 0.
t
H t
t
ì >ïï=íï <ïî
 
Функция (2.1) задает внезапно возникающее и распространяющееся с постоянной 
скоростью k вдоль поверхности полуплоскости напряжение. Нетрудно определить 
преобразование Фурье и Лапласа этой функции 
( ) ( )0 0 2 2 2sin, ; , .2 2
F LFkt kQ t Q Q s Q
s k
p x px xx x= = +                  (2.2) 
Тогда изображение (1.7) нормального напряжения LFzx  и перемещения LFzu  
представляются в виде 
( ) 32 22 2 2
0 2 2 2
421
2
zz SPLF
zz
PSs
Q k e e
s k
ba
bxb xp as x
--
é ùê ú+ê ú= -ê úê úD D+ ê úê úë û
;            (2.3) 
2 2 2 2 2
0 2 2 2
1 2 2 .
2
zz SPLF
z
P su Q k e e
s k
bap b x x b
ax
--æ ö÷ç + ÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷D D+ ç ÷çè ø
 
Далее ограничимся определением искомых величин на оси z . С учетом того, что 
выражение (2.3) есть однородная функция параметров ,s x , используем методику 
совместного обращения интегральных преобразований. С этой целью запишем обра-
щение выражения (2.3) на оси z , для чего положим в операторе обращения Фурье 
0x= и учтем, что напряжение zz есть четная функция x . Тогда имеем  
( ) ( )
3
2 22 2 2
0 2 2 2
0
422 1, .
zzi SPst
zz
i
PSs
t z Q k e ds e e d
s k
e
ba
e
b xb x as xp x
+ ¥ ¥ --
-¥
é ùê ú+ê ú= ê - úê úD D+ ê úê úë û
ò ò  
Здесь R e 0e>  и абсцисса интегрирования в комплексной плоскости s  лежит справа 
от полюсов подынтегральной функции. 
Выполним в подынтегральном выражении замену переменной ,s d sdx h x h= = . 
Тогда, полагая s вещественным [6], будем иметь 
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( ) ( ) ( )
2 22 2 3 11
0
0
2 1, 4
zzi ssst
zz
i
t z Q k e ds R e R e d
s
e b ha h baa b
e
bs h h hp a
+¥ ¥ - +- +
-¥
é ùê ú= -ê úê úë û
ò ò ; (2.4) 
( ) ( )
( ) ( )
22 2
322 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2
;
1 1 2 4 1 1
R
k
a
b hh bh b h h a h b ha
+= é ùê ú+ + - + +ê úê úë û
 
( )
( ) ( )
2 2 2 2 2
322 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1
.
1 1 2 4 1 1
R
k
b
h a h b hh bh b h h a h b ha
+ += é ùê ú+ + - + +ê úê úë û
 
Предполагая допустимость перемены порядка интегрирования, выполним обра-
щение преобразования Лапласа, учитывая следующие табличные соотношения [1]; 
2 211 2 21 1 ;
zs zL e H t
s
a ha a ha
- +-
ì üï ï æ öï ï ÷ç= - + ÷í ý ç ÷çï ï è øï ïï ïî þ
 
2 21
1 2 21 1 .
zs zL e H t
s
b hb b hb
- +-
ì üï ï æ öï ïï ï ÷ç= - + ÷í ý ç ÷ç ÷ï ï è øï ïï ïî þ
 
Здесь 1L-  обозначает инверсию преобразования Лапласа. В результате из (2.4) полу-
чим выражение для нормального напряжения ( ),zz t zs  в аналитическом виде 
( ) ( )
2 2 2
0
0
2, [
t z
z
zz
zt z Q kH t R d
a
a
as h hp a
-
æ ö÷ç= - -÷ç ÷çè ø ò  
( )
2 2 2
3
0
4 ]
t z
zzH t R d
b
b
b
b h ha b
-
æ ö÷ç- - ÷ç ÷ç ÷è ø ò .                                   (2.5) 
Если аналогичную процедуру обращения выполнить для изображения пере-
мещения LFzu , получим значение перемещения ( ),zu t z  в произвольной точке оси 
z в следующем виде: 
( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2
3
0
0 0
2, [ 4 ];
t zt z
zz
z
k z zu t z Q H t S d H t S d
ba
ba
a b
bh h h hpa a a b
--
æ öæ ö ÷÷ çç= - - - ÷÷ çç ÷÷ç ç ÷è ø è øò ò    (2.6) 
( ) ( )
( ) ( )
22 2 2 2
322 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2
;
1 1 2 4 1 1
S
k
a
a h b hh bh b h h a h b ha
+ += é ùê ú+ + - + +ê úê úë û
 
( )
( ) ( )
2 2 2
2
322 2 2 2 2 2 2 2 2
1
2 .
1 1 2 4 1 1
S
k
b
h a hh b bh b h h a h b ha
+= é ùê ú+ + - + +ê úê úë û
 
Таким образом, распределение напряжения zzs  и перемещения zu  вдоль оси z  в 
произвольный момент времени определяется формулами (2.5), (2.6). 
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Приведем некоторые вычисления, в частности, для напряжения zz . При вычислениях 
были выбраны следующие значения параметров материала упругой полуплоскости: 
1,28; 0,69;a b= =  параметр нагрузки 0 1.Q =  Скорость расширения нагрузки /k k a=  
варьировалась. При вычислении интегралов использована квадратурная формула трапеций. 
        
       а                                                                     б  
      Рис. 2 
Рис. 2, а показывает напряжение zzs  как функцию z (0 2)z< <  в момент време-
ни 1,5,t =  тогда как рис. 2, б представляет зависимость напряжения zzs  от времени 
(0 2)t< <  в точке 0,5z =  для нескольких значений безразмерного параметра k: 
1 0,1; 2 1,0;k k- = - =  3 5,0; 4 10,0.k k- = - =  Как и следовало ожидать, характер 
распределения и развития напряжения существенно зависит от скорости расширения на-
грузки k, т. е. от степени загруженности границы полуплоскости. Можно заметить, что с 
увеличением значения k возрастает также величина скачка напряжения на фронте волны. 
На рис. 3, а сплошной линией для 1,0k =  представлено распределение напряже-
ния вдоль оси z (0 20)z< <  в фиксированные моменты времени: 1 1,0;t- =  
2 5,0;t- =  3 10,0;t- =  4 15,0t- = . Пунктиром в те же моменты времени показано 
распределение напряжения при скорости расширения нагрузки 0,1.k =  
Рис. 3, б иллюстрирует развитие напряжения во времени ( 0 20)t< <  в несколь-
ких точках оси z: 1 1,0;z- =  2 5,0;z- =  3 10,0;z- =  4 20,0z- = . Здесь сплошные 
линии соответствуют значению 1,0,k =  пунктирные – 10,0.k =  Видно, что при 
меньшем k нарастание напряжения в конкретной точке с увеличением значения z ста-
новится все менее резким; время достижения значения, близкого к значению на гра-
нице, увеличивается. При большом k этот эффект, естественно, менее выражен. 
       
                               а                                                                       б 
Рис. 3 
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§3. Пусть нагрузка имеет вид растекающегося с переменной скоростью по по-
верхности 0z =  напряжения (параболический закон) 
( ) ( )20,Q t x Q H kt x= - .                                       (3.1) 
Здесь, как и ранее, H(t) – единичная функция Хевисайда. 
Преобразование Лапласа и Фурье функции Q(t, x) имеет вид [1] 
( ) ( )
2 2
4
0 0
1, ; ,
2 2
x ksL LFk skQ s x Q e Q s Q e
s s s
xpx- -= = . 
Выражение для напряжения (1.7) в этом случае приобретет вид 
( ) ( )
2
3
2 22 2 2
4
0 3/2
421, ,
2
zk z SPLF s
zz
PSsks z Q e e e
s
x
ba
bxb xp as x
-- -
é ùê ú+ê ú= -ê úê úD Dê úê úë û
.   (3.2) 
Обращение преобразования Фурье вновь выполним на оси z, для чего в операторе 
обращения положим 0.x=  Учитывая, что zzs  есть четная функция, получим 
( ) ( )
( )
2
4
322 2 2 2
03 322 2 2 20
2 4
, , 0
2 4
k
s
zz SP
L
zz
s e PSeks z x Q e d
s s PS
x
ba bb x xp as xbb x x a
--
¥ - + -= =
+ -
ò . 
Как и в предыдущем примере, введем в подынтегральном выражении замену пе-
ременного sx h= , предполагая s вещественным; получим 
( ) ( ) ( )0 1 20, , ,L L Lzz x
ks z Q R s z R s z
s
ps = é ù= -ê úë û                             (3.3) 
( ) ( )
( )
2 2 2
4
22 2
1
1 322 2 2 2 2 2 20
1 2
, ;
1 2 4 1 1
k zs
LR s z e d
h
a a h b h hbb h h a h b ha
æ ö¥ ÷ç- + + ÷ç ÷çè ø
æçç +çç =çççç + - + +ççè
ò   (3.4) 
( )
( )
2 2 2
4
2 2 2 2 23 1
2 322 2 2 2 2 2 20
1 1
, 4
1 2 4 1 1
k zs
LR s z e d
h
b b h h a h b hb ha bb h h a h b ha
æ ö¥ ÷ç- + + ÷ç ÷çè ø
ö÷÷÷+ + ÷÷= ÷÷÷÷+ - + + ÷÷ø
ò .  (3.5) 
Проведем отдельно некоторые преобразования для 1R  и 2R . В частности, в подынте-
гральном выражении (3.4) для 1LR  выполним замену переменного 
2
4
kh +  
2 21 ,z ta ha+ + =  а в выражении (3.5) для 2
LR  – замену переменного 
2
4
kh +  
2 21z tb hb+ + = . Если теперь обозначить 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 1, 4 4 ; , 2 , ;T t z tk z k T t z tk z zT t za a aa-= + + = + -  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 1, 4 4 ; , 2 , ,T t z tk z k T t z tk z zT t zb b bb-= + + = + -  
то функцию ( )1 ,LR s z  можно записать в виде 
( ) ( )1 1
/
, , ,L st
z
R s z e R t z dt
a
¥
-=-ò                                          3.6) 
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
2
22
1
12
41 2 ,
2, 1 ,
,, ,
T t z
zkR t z
T t zZ t z T t z
a
aa
bé ùê ú+ æ ö÷ê ú çë û ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷÷çè ø
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3
2 2 2
2 2 2 22 2 2 2
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Аналогично представим функцию ( )2 ,LR s z  
( ) ( )2 2
/
, , ;L st
z
R s z e R t z dt
b
¥
-=-ò                                          (3.7) 
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1
4 4, 1 , 1 ,
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T t z T t z T t z
zk kR t z
Z t z T t z
b b b
b
a bæ öæ ö÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç æ ö÷ ÷ç ç ÷è øè ø ç ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷÷çè ø
. 
Интегралы в правой части соотношений (3.6), (3.7) есть не что иное, как пре-
образование Лапласа; следовательно, оригинал левой части равен подынтеграль-
ному выражению (с учетом теоремы запаздывания операционного исчисления). 
Тогда имеем  
( ) ( )1 1, , ;zR t z H t R t za
æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø                                           (3.8) 
( ) ( )32 1216, ,zR t z H t R t zk
b
b a
æ ö÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø .                                     (3.9) 
Наконец, если принять во внимание, что присутствующий в выражении (3.3) 
множитель 1 / s  имеет оригинал 1 / tp , и применить правило свертки ориги-
налов [2], окончательно получим следующее выражение для нормального на-
пряжения ( ),zz t zs  в случае, когда к поверхности полуплоскости приложена на-
грузка в виде (3.1): 
( ) ( )0 11, , 0 { ,
t
zz
z
zt z x Q k H t R z d
t
a
s t ta t
æ ö÷ç= =- - +÷ç ÷çè ø -ò  
( )21 , }
t
z
zH t R z d
t
b
t tb t
æ ö÷ç+ - ÷ç ÷ç ÷è ø -ò .                                 (3.10) 
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Вычисления распределения напряжения zzs  вдоль оси z в зависимости от 
времени и параметра k для нагрузки вида (3.1) иллюстрируются нижеследующи-
ми рис. 4, а, б. На рис.4, а представлено распределение напряжения вдоль  
оси z (0 20)z< <  в фиксированные моменты времени 1 1,0;t- =  2 5,0;t- =  
3 10,0;t- =  4 15,0t- = . Сплошные кривые отвечают параметру 1,0k = , пунк-
тирные – 10,0k = . 
       
                                 а                                                                         б 
       Рис. 4 
Рис. 4, б иллюстрирует развитие напряжения во времени (0 10)t< <  в не-
скольких точках на оси z: 1 1,0;z- =  2 2,0;z- =  3 5,0;z- =  4 10,0z- = . Суще-
ственное отличие данных графиков от аналогичных для линейно расширяю-
щейся нагрузки состоит в наличии четко выраженного скачка напряжения на 
фронте волны. Это обусловлено тем обстоятельством, что при нагрузке типа 
(3.1) имеется начальный отрезок времени, в течение которого скорость ее рас-
ширения вдоль границы полуплоскости выше скорости распространения упру-
гих волн в среде. 
Полученные результаты будут использованы в качестве ориентира при разработке 
численно-аналитического подхода к решению аналогичных задач при широком ас-
сортименте внешних нагрузок. 
Заключение. 
В данной работе развита методика вычисления напряженно-деформированного 
состояния упругой полуплоскости при действии нестационарной нагрузки, прило-
женной к ее границе. Сформулирована соответствующая краевая задача с начальными 
условиями. Применены интегральные преобразования Лапласа и Фурье. Совместное 
обращение интегральных преобразований позволило для некоторых видов нагрузки 
получить точные аналитичеcкие выражения для напряжения и перемещения как 
функции расстояния от границы и времени. 
 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Розвинуто методику обчислення напружено-деформівного стану пружної 
напівплощини при дії нестаціонарного навантаження, прикладеного до її границі. Сформульовано 
відповідну граничну задачу з початковими умовами. Застосовуються інтегральні перетворення Лап-
ласа і Фур'є. Спільне обернення перетворень дозволило для деяких видів навантаження отримати 
точні аналітичні вирази для напруження і переміщення як функції відстані від границі і часу. 
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